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Il metodo della pianificazione va diventando sempre più importante 
per la razionalizzazione dei processi decisori, nelle imprese come 
negli enti pubblici. Ci si avvede ora" che una esplicita considerazione 
e valutazione non solo dei «valori attesi », ma della loro possibile 
distribuzione, costituisce un salto qualitativo quasi inevitabile, anche 
se difficile. Esso pone però problemi metodologici nuovi e abbastanza 
complessi. L'A. offre in questo saggio un contributo rilevante: mo~ 

stra infatti come l'uso delle distribuzioni triangolari, che già si sape
vano essere uno stl'umento assai più flessibile e realistico delle distri
buzioni normali e beta dì solito proposte, renda possibile calcolare 
analiticamente (e cioè senza bisogno di ricorrere a costose - e più 
incerte - simulazioni) le caratteristiche delle distribuzioni otput de
rivanti dalle distribuzioni dei fattori input del processo. 
L'articolo di C. F. Manara è seguito da un'appendice applicativa di 
A. Liverani. 

l. - Nella presente nota intendiamo occuparci di certe funzioni di 
distribuzione di probabilità che dipendono da tre parametri e che, per 
la forma della loro rappresentazione grafica, vengono abitualmente 
chiamate «distribuzioni triangolari ». Il lavoro trae la sua origine da 
certi problemi di gestione aziendale e di ricerca operativa che si deb
bono risolvere quando sia necessario costruire dei modelli matematici 
partendo da informazioni le quali posseggono certi caratteri di incer
tezza, che è conveniente tradurre :in termini di funzioni di distribu
zione di probabilità di certe variabili casuali. 

Il caso tipico di questi problemi si ha per esempio quando in 
pratica si domandi il parere di un esperto sul valore di certe gran
dezze sulle quali non si hanno :informazioni sufficienti per poter at

* Si veda ad es.; P. GENNARO e A. RUGIADINI, La pianificazione con modelli 
probabilistiei, Sviluppo e Organizzazione, n. lO, 1971. 
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tribuire loro dei valori certi. Per esempio, si pensi di aver richiesto 
ad un esperto le sue previsioni sul prezzo futuro di una certa merce, 
e si supponga di aver ottenuto come risposta una valutazione pessimi
stica, una valutazione ottimistica ed una indicazione del valore più 
probabile: la risposta potrebbe essere per es. del tipo seguente: «Il 
prezzo non potrà essere l'anno prossìmo superiore a tot, non potrà 
essere inferiore a tot e probabilmente sarà tot ». 

Per utilizzare indicazioni di questo tipo nelle elaborazioni succes
sive di carattere quantitativo spesso appare molto utile poter tradurre 
le informazioni ricevute in termini di distribuzioni di probabilità, per 
esempio nel modo' segu.ente; si considerano i valori della grandezza 
in parola come i valori di una variabile casuale e si traducono le 
informazioni e le indicazioni dell'esperto con una funzione di distri
buzione di probabilità della variabile stessa. Nasce quindi il problema 
di scegliere una funzione che traduca in questo modo le informazioni 
ottenute e che dipenda dai tre parametri presi in considerazione e 
precisamente gli estremi dell 'intervallo di variazione e la moda indi
cata dan 'esperto, cioè il valore della variabile che egli considera come 
il più probabile. 

E' del tutto ovvio che un problema cosiffatto non è determinato 
e quindi può essere avviato a soluzione soltanto quando si accettino 
delle ipotesi aggiuntive e si pongano delle condizioni ulteriori, che ri
guardino per esempio i requisiti che la funzione dovrebbe avere, in 
vista di determinati fini. 

Per quanto riguarda le ipotesi, vorremmo accettare la seguente: 
la risposta dell 'esperto, il quale annuncia come «ìmpossibile» il fatto 
che la variabile considerata prenda certi valori inferiori ad un certo 
lìmite oppure superiori ad un certo altro, viene tradotta assegnando 
probabilità uguale a zero per i valori della variabile esterni all'inter
vallo indicato. Vale tuttavia la pena di osservare in modo esplicito 
che l'accettare questa ipotesi non significa - almeno a nostro pa
rere - accettare che sussista la impossibilità fisica assoluta che le cose 
si svolgano in modo diverso da quello indicato. 

.Ii nostro parere il giudizio di «ìmpossibilità» dato dall'esperto 
è da considerarsi come relativo, e precisamente sottoposto ad una clau

sola limitativa che potrebbe essere presentata per esempio, nella forma 
seguente: «E' impossibile (che la variabile considerata assuma valori 
esterni ali 'intervallo indicato) senza che si verifichino degli avveni
menti così straordinari da far «saltare» tutta la struttura razionale 
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(sia pure a razionalità limitata e circoscritta) che abbiamo accettato 
più o meno esplicitamente ». 

Pensiamo che, secondo questa interpretazione, sia lecito assumere 
delle funzioni di distribuzione che assegnino probabilità zero ai valori 
della variabile casuale considerata quando siano fuori dell 'intervallo 
indicato; infatti se l'evento considerato «impossibile» si verificasse, 
questo stesso fatto porterebbe ad inficiare la validità globale del mo
dello razionale che stiamo costruendo. 

Fatte queste premesse, è pure chiaro che la rorma analitica delle 
funzioni di probabilità che si vuole costruire è ancora altamente arbi
triaria; infatti noi dobbiamo soltanto scegliere una funzione f(x) che 
soddisfi alle condizioni seguenti: 

sono dati tre numeri reali, che nel seguito indicheremo sempre 
con a, b, m, soddisfacenti alle limitazioni 

(1) 

per comodità indicheremo con il simbolo 'C l'intervallo avente come 
estremi a e b; pertanto l'insieme 'C sarà definito dalla condizione 
seguente 

(2) {:I; I a <:: x <:: b}. 

Si deve avere 

i) x ~ 'C --+ f (x) O . 

ii) x E 'C --+ f (x) :> O. 

+00 
iii) rf(x) dx 1. 

-00 

iv) x ~ 'In --+ f(x) < f(m), 

Ad una funzione f(x), che sia tale da soddisfare alle condizioni 
che abbiamo esplicitate ora, possono essere imposte ulteriori condi
zioni, che ne precisano altri requisiti. Questi potrebbero essere per 
esempio la «semplicità », per quanto questo requisito sia ben poco 
precisabile in modo rigoroso, oppure la «economia» di posizioni di 
memoria e di istruzioni, quando si debba passare alla valutazione nu
merica della funzione stessa. 

E' stata proposta da alcuni la funzione beta, definita dalle seguenti 
condizioni 
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~ x E'C: -}- J(x) = e (x - a)" (b - x)r 
(3) 

? x ~ 'C: -+ f (x) = o l 

essendo CL e y due numeri soddisfacenti alle condizioni 

(4) a>-l, y >-1 
e determinati In modo che sia soddisfatta la iv), ed essendo e una 
costante opportunamente calcolata in modo che sia soddisfatta la iii) 'i'. 

Si può osservare che tuttavia la scelta della funzione beta per 
risolvere il problema pratico che ci siamo proposti non è scevra. da 
qualche inconveniente. 

Infatti si osserva anzitutto che la funzione beta, data dalle (3) 
con le condizioni accessorie enunciate, possiede ancora un grado di 
libertà, il quale viene utilizzato per imporre alla fuuzione stessa una 
ulteriore condizione, che può essere esplicitata per esempio imponendo 
che lo scarto quadratico della distribuzione abbia determinate caratte
ristiche e soddisfi a determinate condizioni. 

In secondo luogo poi si può osservare che la grafica della funzione 
beta si può presentare in modo da « l'accordarsi» con l'asse delle ascisse 
negli estremi dell 'intervallo 'C: , avendo in tali estremi l'asse stesso 
come tangente, ma può anche presentarsi con atteggiamento diverso, 
come può avvenire per esempio nel caso in cui i dati portino ad asse
gnare agli esponenti CL e fJ i valori 

(l = f3 = 1/2. 

Ora nel primo caso il comportamento della funzione beta può 
anche essere considerato come abbastanza vicino a quello che la intui
zione suggerisce, perchè porta ad una distribuzione di probabilità che 
attribuisce scarsa importanza alle «code» della distribuzione, mentre 
nel secondo caso le «code» stesse vengono, ad acquistare una impor
tanza eccessiva rispetto a quella che potrebbe essere desiderabile. 

Queste osservazioni, ed altre che si potrebbero fare a proposito 
della scelta della funzione beta, hanno portato alla scelta di altre fUll
zioni di distribuzione per la risoluzione dei problemi che abbiamo 

" Per la risoluzione dei problemi concreti del calcolo dene costanti a, l', C 
in funzione di a, b, m si veda per es.: Gaetano M. Golinelli, Il PERT. Una nuova 
tecnica di pianificazione e controllo dei programmi di lavoro, Milano, 1964. 
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enunciato. In particolare la proposta delle funzioni triangolari è stata 
fatta da varie parti *. 

Vale la pena di ripetere che la scelta di queste funzioni è, dal 
punto di vista dello stretto rigore logico, largamente arbitraria e det
tata soltanto da ragioni di comodità e dal desiderio di evitare le even
tuali obiezioni e gli inconvenienti a cui darebbe luogo la scelta della 
funzione beta. Pertanto lo studio che diamo qui di queste distribuzioni 
e dei problemi pratici ad esse connessi è sostanzialmente da intendersi 
come una proposta ed un contributo alla utilizzazione di uno schema 
teorico il quale può presentare certi vantaggi rispetto ad altri. 

Nei prossimi §§ richiameremo brevemente le funzioni di distribu
zione che abbiamo chiamato «triangolari », studia.ndone le caratteri
stiche che riteniamo più interessanti. Precisamente il § 2 è dedicato 
alla espressione analitica delle funzioni di distribuzione ricordate ed 
il § 3 al richiamo dei loro momenti più importanti. I §§ 4 e 5 sono 
dedicati alla risoluzione numerica di due fra i problemi che si pre
sentano più frequentemente nelle applicazioni di questi schemi teorici 
alla pratica, soprattutto nello spirito che abbiamo voluto dare alla trat
tazione presente. 

I §§ 6 e 7 sono dedicati allo studio delle prime proprietà di una 
funzione di n variabili casuali indipendenti, ognuna delle quali abbia 
una funzione di distribuzione di tipo «triangolare»; in particolare, 
sotto opportune ipotesi, viene detel'minato l'intervallo dei valori della 
funzione in corrispondenza ai quali la funzione di distribuzione della 
probabilità prende valori diversi da zero. 

Infine nel § 8 si accenna a qualche problema concreto che po
trebbe essere utilmente trattato- con l'applicazione dei concetti esposti. 

2. - Sia dunque x una variabile casuale che supporremo soddisfa
cente alla condizione 

(1) o <: x. 

Indichiamo con a, m, b tre numeri che supporremo soddisfacenti 
alle relazioni (1) del § 1, che qui riscriviamo per comodità del lettore 

(1.1) 

* Ciro pelo es.) M. Mizuki, Alternative approachs for fitting a P.D.F. in 

PERT, Atti del 1" Congresso A.LO.A., Bologna, 1963. 
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Indichiamo poi con "C l'insieme dei valori di x costituenti l'in
tervallo avente come estremi a e b; poniamo cioè 

(1.2) 

Per il seguito potrà essere comodo considerare l'insieme "C come 
unione di due insiemi, che indicheremo con i simboli CU e q;; preci
samente indicheremo con CU l'insieme dei valori dì x costituenti l'in
tervallo avente come estremi a ed rn ed indicheremo con q; l'insieme 
dei valori di x costituenti l'intervallo avente come estremi m e b; 

porremO' quindi: 

(3) ~ CU = {x I a <: x <: 'In} . 

(4) ~ q; = {xi'ln:5 x <: b}, 

E' chiaro che si avrà 

(5) CUUC[)· 

Poniamo ora 

(6) q:> (x) = (x - a + I x - a D/(b - a) (m - a) . 

La grafica della funzione Cf! (x), che prenderemo in considerazione 
per i valori dì x soddisfacenti alla relazione (1), è costituita da due 
tratti (Fig. 1); e precisamente, per i valori di x soddisfacenti alla 
relazione 

(7) 

tale grafica coincide con l'asse dell'ascisse; per i valori di x soddisfa
centi alla relazione 

(8) 

q> (x) 

2/(b-al 

L.- .J----l--------__.. X 

a m 
Fig. l. 



SULL 'uso DELLE DISTRTBUZIONI TRlANOOLARI ECC. 157 

la grafica coincide con una retta, passante per i punti aventi le seguenti 
coppie di coordinate 

(9)	 (a, O) j (m,2/(b - a» . 

In modo analogo poniamo 

(10) 'ljJ (x) = (b - x + I b - x D/(b - a) (b - m) . 

La grafica di questa funzione è costituita da due tratti (Fig. 2); 
e precisamente, per i valori di x soddisfacenti alla relazione 

(11)	 x <: b 

qJ(x} 

2/lb-a) 

L.-_~ ~ L.-----'3l..... X 

m b 
Fig. 2. 

essa coincide con la retta passante per i punti aventi le seguenti coppie 
di coordinate : 

(12) (m" 2/(b - a» ; (b, O) i 

per i valori di x soddisfacenti alla relazione 

(13)	 x ::> b 

tale	 grafica coincide con l'asse delle x.I ~ 
Dalle analisi che abbiamo eseguite segue immediatamente che la 

funzione [ex) definita dalla formula 

(14)	 f(x) = Min (rp (x), tp (:c» 

è rappresentata graficamente (Fig. 3) da un triangolo avente come 
base l'intervallo 'c:: ed avente il vertice opposto a tale base nel punto 
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di ascissa m e di ordinata 2/ (b-a); al di fuori dell 'intervallo 'è' la 
grafica della funzione [(x) coincide con l'asse delle ascisse. Si verifica 
immediatamente che, come conseguenza del carattere geometrico della 
grafica, è soddisfatta la condizione 

+00 

(15)	 jf(X) dx 1 

-00 

e pertanto la funzione (14) può essere considerata come una funzione 
di distribuzione della variabile casuale x. 

2/(b-a) ----------------,------- 

~  ..J_~__'__~  x 
a m b 

Fig. 3. 

La funzione f(x) definita dalla (14) può essere rappresentata ana
liticamente in vari modi; ci limitiamo qui a presentarne due, per co
modità di scelta nell 'interesse di coloro che dovessero fare delle con
crete verifiche numeriche e dei calcoli sui calcolatori elettronici. 

Un primo modo per rappresentare analiticamente la funzione f(x) 
è dato dalla formula 

(16) f(·x;) = 2"
1 

{cp(x) + Vi (x) -Iep(x) - Vi(x)I}· 

Un secondo modo per rappresentare analiticamente la funzione 
[(x) è suggerito dalla formula seguente: 

(17) t'ex) = 2"
1	 

ep (X) [1 + agn (m - x)] + 

+ 2"
1 

Vi (x) [1 + agn (x - m») 



SULL 'uso DELLE DISTRIBUZIONI TRIANGOLARI ECC. 159 

3. - Prima di passare ad impostare e risolvere - almeno parzial
mente - alcuni problemi che riguardano la funzione di distribuzione 
definita dalla (2.14) è opportuno calcolare direttamente i caratteri 
principali della funzione stessa. . 

Poichè i calcoli sono del tutto elementari, daremo nella maggior 
parte dei casi soltanto i loro risultati, che si possono controllare molto 
facilmente sulle espressioni che nel § 2 sono state date della fun
zione f(x). 

Per quanto riguarda la media f1 della distribuzione, definita, come 
è noto dalla 

(l)	 fl = f
+00 

xf(x) dx 
-00 

si ha immediatamente il valore, facilmente prevedibile, 

(2)	 ,u = (a + b + m)j3 

che coiDcide con l'ascissa del baricentro del triangolo che dà la gra
fica della funzione f (x). 

Per il calcolo della mediana M della distribuzione conviene cal
colare la funzione cumulativa F (x) di ripartizione, definita, come è 
noto, dalla formula 

'" 
(3)	 F(x) = f f(t) dt. 

-00 

La grafica della funzione F(x) si può considerare costituita 
(Fig. 4) dai quattro tratti seguenti: 

(4)	 per x :=::: a si ha l'asse delle ascisse; 

(5)	 per a :::; x :=::: m si ha F(x) = (x - a)2 / (b - a) Cm - a); 

(6)	 per m:::; x:::; b sì ha F(x) =1- (b-X)2 / (b-.!-a)(b-m); 

(7)	 per x ~ b si ha la semiretta parallela all'asse delle ascisse, costi
tuita dai punti aventi ordinata uguale ad l. Le grafiche delle due 
parabole rappresentate dalle espressioni (5) e (6) si «raccordano» 
nel punto avente come ascissa m ed hanno ivi in comune la tan
gente. 



160 CARLO FELICE MANARA 

x 
f(x):: f f(t) dt 

--00 

L...- -+-...ot!!::.._--L__----' ----,-.. X 

a m b 

Fig. 4. 

La espressione analitica della F (x) in una unica formula potrebbe 
essere data per esempio nel modo seguente: 

F(x) = 21 
{l + sgn [(x - a) (m - x))} (x - a)2j(b - a) (rn - a) + 

+ 2
1 

{ 1 + sgn r(x - rn) (b - x)]} {l - (b - x)2j(b - x) (b - m)} + 

+ "21 
{ sgn (x - b) + l} . 

Si trae di qui facilmente il valore della mediana M, cioè il valore 
della variabile x in corrispondenza al quale si ha 

(8) F(M) = 1/2. 

Ovviamente per la determinazione del valore di M si possono pre
sentare due casi: 

I) La moda m è maggiore del valore medio dell 'intervallo 'C: ; 
si ha cioè 

(9) rn > (a + b)j2 . 

In questo caso la mediana appartiene all'intervallo che abbiamo 
convenuto di indicare con cu. ed il suo valore in forza della (5) si ot
tiene risolvendo la equazione 

(lO) (x - a)2j(b - a) (m - a) 1/ 2 . 
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Si ottiene quindi in questo caso: 

(11) Mi = a + V(b - a) (m - a)/2 

II) La moda m è minore del valore medio dell'intervallo 'C ; 
si ha cioè 

(12) m < (a + b)/2 . 

In questo caso la mediana appartiene aH 'intervallo che abbiamo 
convenuto di indicare con CV ed il suo valore, in forza della (6), si 
ottiene risolvendo la equazione 

(13) 1 - (b - x)2f (b - a) (b - m) 1/2 . 

Si ottiene quindi in questo caso: 

(14) M2 = b - V(b - a) (b - m)f2 

Si verifica che, se la moda m eorncidesse con il punto medio del
l'intervallo 'C, cioè se si avesse 

(15) 2m = a + b 

allora le due formule (11) e (14) darebbero per M 1 ed M2 lo stesso 
valore, e precisamente darebbero 

(16) Mi = 1112 = (a + b)/2 . 

Tenute presenti le (11) e (14) il valore della mediana M potrebbe 
essere dato con una unica espressione per es. mediante la formula 
seguente: 

(17) 

Per quanto riguarda il calcolo di a2 si ha, tenendo conto anche 
della (2), la seguente espressione: 

2(18) 0 = --
1 

{aZ + bZ + m2 
- am - bm - ab} = 

18 •
 

1
 
= 36 {(a - b)2 + {a - m)2 + (b - m)2} . 

Ovviamente, nel caso particolare nel quale la distribuzione sia 
simmetrica, cioè valga la (15), si ba 

(19) 
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Per quanto riguarda il momento centrale del terzo ordine f13, de
finito dalla formula 

+00 
(19)	 fla = r(x - fl)3 f(x) dx 

-00 

si ha, come è noto: 

+00 

(20) fl3 = f x3f(x) dx - fl[3 0 2 + fl2]. 

-00 

e nel caso della distribuzione che stiamo esaminando si ha 

+00 
3(21) 10I ;;,3 f (x) dx a3 + b3 + m + a2 (b + m) + 

-00 

+ b2 (a. + m) + m2 (a + b)	 + abm . 

La forma analitica particolarmente semplice della funzione [(x) 
permette di calcolare senza difficoltà anche gli altri momenti, qualora 
fosse necessario. 

4. - Ciò che è stato detto fin qui a proposito della funzione di di· 
stribuzione data dalla (2.14) permette di risolvere qualche problema 
pratico che si può presentare qualora si volessero utilizzare questi 
sviluppi. 

À tal fine ci rifacciamo a quanto abbiamo detto nel § 1 a propo
sito delle indicazioni e delle informazioni che possono essere fornite 
da esperti. Pensiamo infatti che l'ipotesi enunciata a proposito del 
significato della «impossibilità» che la variabile casuale esca da un 
certo intervallo sia abbastanza accettabile; tuttavia non si può esclu
dere che un esperto, interrogato· a proposito delle sue presunzioni e 
delle sue previsioni, ritenga di impegnarsi troppo indicando un in· 
tervallo al di fuori del quale egli ritieut che i valori della variabile 
casuale siano «impossibili» j si potrebbe quindi temere che l'esperto, 
nel timore di essere smentito (sia pure da fatti «straordinari» che 
farebbero saltare lo schema razionale che si vuole utilizzare), tenda ad 
ampliare l'intervallo indicato. 

In tal modo, anche rimanendo fermo il valore modale, le indica
zioni e le informazioni rischierebbero una distorsione, ed il procedi



SULL 'uso DELLE DISTRIBUZIONI TRIaNGOLARI ECC. 163 

mento della costruzione della funzione triangolare di distribuzione po
trebbe andare incontro ad ulteriori critiche. 

Per ovviare a questo inconveniente si potrebbe pensare di richie
dere all'esperto non la indicazione deU"intervallo 'C che abbiamo fi
nora preso in considerazione, ma di un altro intervallo, ovviamente 
incluso nel precedente, nel quale egli ritiene che cada una certa per:
centuale dei valori della variabile casuale, fermo restando - benin
teso - il valore 1n della moda. 

Qualora si voglia affrontare il problema in questi termini, si 
fissa un numero k positivo e non maggiore di 1, tale cioè che siano 
soddisfatte le relazioni 

(1) 

e si trae dalle indicazioni dell'esperto la coppia di valori a', b' che 
soddisfano ovviamente alle relazioni 

(2) o <: a <: a' < m < b' <: b 

e sono tali che si abbia 
b'

(3) I f(x) do; k" 
a/ 

Per uniformità di notazioni, indichiamo in questo caso con 'CI 
l'insieme dei valori deUa variabile che costituiscono l'intervallo avente 
come estremi i valori a' e b'; poniamo cioè 

(4) 'C' = {o; I a' <: X <: b'} . 

Le relazioni (2) dànno ovviamente la relazione tra gli IllSIeml 'C 
e 'CI che è espressa dalla seguente formula 

(5) 

Rimane poi da risolvere il problema di costruire una funzione 
f(x) di distribuzione di probabilità, che abbia come moda m, che sia 
triangolare, e che infine soddisfi alla (3). In altre parole il problema 
si riconduce a quello di determinare gli estremi a e b dell'intervallo 
'C quando siano assegnati gli estremi ci e b' dell 'intervallo 'CI e sia 
assegnata la condizione espressa dalla (3). 

Si verifica immediatamente che, anche in questo caso, il problema 
è indeterminato e pertanto per giungere alla sua soluzione è necessario 
enunciare ulteriori ipotesi. Presenteremo ora due tipi di ipotesi (tra 
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le tante che si potrebbero formillare) che potrebbero essere considerate 
da un certo punto di vista come le più semplici; per intenderei le in
dicheremo come «ipotesi A» ed «ipotesi B ». 

IpOTESI A) - La funzione [(x) negli estremi dell'intervallo 'C/ as
sume valori uguali; si ha cioè 

(6) j(a') = j(b') . 

IpOTESI B) - Le «code» della distribuzione di probabilità hanno 
valori tra loro uguali; si ha cioè 

a/ b 

(7) f/(X) dx = rf(x) d.x. 
a b' 

Si verifica immediatamente che le· due ipotesi sono compatibili Ce 
sono anzi l'una conseguenza dell 'altra) nel solo caso in cui la distri
buzione sia simmetrica e cioè la media coincida con la moda. 

In ogni altro caso esse sono incompatibili; la scelta di una tra 
esse può essere fatta con riferimento al singolo problema che viene 
trattato ed al tipo di informazioni e di indicazioni che vengono richieste. 

Svilupperemo in questo paragrafo i calcoli relativi alle conse
guenze più immediate della ipotesi A), rimandando al prossimo para
grafo di sviluppi analoghi relativi alla ipotesi B). 

Nel caso della ipotesi A) è chiaro che i due valori a: e b' che sod
disfano alla (6) dànno luogo sul diagramma della funzione f(x) a due 
punti che sono congiunti tra loro da una retta parallela all'asse delle 
ascisse. Indichiamo· per comodità con e la ordinata comune a questi 
due punti; poniamo cioè 

(8) e = j(a/) = j(b/) . 

In forza del significato geometrico dell'area del triangolo si ha 
chiaramente 

(9) o <: 13 <: 2j(b - a) . 

Le relazioni che legano i valori a: e bI agli estremi a e b dell 'inter
vallo 'C si determinano con calcoli molto semplici, che sono immediate 
conseguenza delle (2.6) e (2.10). 

Si ottiene 

~ a/ = a + l) (b - a) (m - a)j2 
(lO) 

( b' = b + e (b - a) (m - b)j2 



165 SULL'USO DELLE DISTRIBUZIONI l'RIANGOLARI ECC. 

Il calcolo dell'integrale che figura nella (3) porta al seguente ri
sultato 

(11) le 

e di qui si trae 

(12) e = 2 VI le / (b - a) . 

Pertanto, quando siano dati i valori a' e b', gli estremi a e b del
l'intervallo 'é sono dati dalle seguenti espressioni 

a' - rnv'l=k 
a 

1 - l/l le 
(13) 

b' --:- rn V~
b 

l-Vi-7e 

Può essere interessante in questo caso il calcolo del valore della 
« code» della distribuzione, anche ai fini del confronto delle conse
guenze della scelta dell 'una oppure dali 'altra delle due ipotesi. 

Anche in questo caso, poichè si tratta di calcoli del tutto elemen
tari, presentiamo soltanto i risultati: si ha 

a' 

(m - a) (1 - 7e)/(b - a.)JI (.v) dx 
a 

(14) 
b 

ll(X) da; (b - m) (1 - le)/(b - a) . 

ò' 

I risultati espressi dalle fo,rmule (14) potrebbero essere esposti in 
parole dicendo che, nel caso della Ipotesi A) le «code» della distribu
zione si ripartiscono il «residllÙ'» (1- le) in parti proporzionali alle 
lunghezza degli intervalli parziali (che abbiamo convenuto di indicare 
con CU e q) ai quali appartengono. 

5. - Prenderemo ora in considerazione quella che abbiamo chia
mata la Ipotesi B) ed imposteremo il problema di determinare gli 
estremi dell' interv,allo 'C, quando siano state ricevute informazioni 
sufficienti per garantire che sono soddisfatte le relazioni (4.1), (4.2), 
(4.3), (4.7). 
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In particolare, come conseguenza della (4.3) si ha che la (4.7) può 
essere ulteriormente precisata; si hanno infatti ovviamente le due rela
zioni seguenti 

a' b 

(2) (I(x) dx ff(X) dx (1-k)/2. 
,/ 

a // 

Ricordando le (2.6) e (2.10) si ha, in modo del tutto elementare; 

a! 

(a' - a)2/(b - a) (m - a) = (f(a;) da; 
" a 

(2) 
b 

(b - b/)2j(b - a) (b - m) .r f(a;) da;. 

b' 

Come conseguenza delle (l) e (2) la determinazione di a e b, 
quando siano noti i valori di !i, bI, m e k si riconduce alla risoluzione 
del sistema di due equazioni algebriche 

2 (a' - a)2 = (1 - k) (b - a) (m - a) 
(3) 

2 (b - b')2 = (1 - k) (b - a.) (b - m) . 

In questo sistema i dati sono ovviamente al, b', m, k e le incognite 
sono a e b. Il sistema algebrico dato dalle equazioni (3) risulta essere 
di 4° grado e pertanto potrebbe essere risolto con i metodi algebrici 
classici. Tuttavia, date le particoLari condizioni alle quali debbono sod
disfare le soluzioni, riteniamo più conveniente indicare un procedi
mento numerico (tra i tanti possibili) atto alla approssimazione delle 
radici che interessano, quelle cioè che soddisfano alle condizioni (4.2), 
essendo la costante k tale da soddisfare alla (4.1). 

Per comodità poniamo 

(4) a' - a b - b' V', 

e di qui deduciamo: 

(5) a = a'-n; b = b' + v. 

Sostituendo nelle (3) i valori di a e b che sono dati dalle (5) si 
ottiene facilmente il sistema delle (3) scritto nella forma seguente: 
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1- k 
--0--- [b' - a' + 'U + v] ['In - ai + 1t)

2 
(6) 

1 - k 
--,------ [b' - a' + 1~ + v] [b' - 1n + v] . 

2 

Come conseguenza delle condizioni (4.2) si ha che il problema che 
ci interessa è quello di ricercare la soluzione delle (6) per la quale val
gono le condizioni: 

(7) 1t := O; v > O. 

Per giungere alaI soluzione del sistema (6) è conveniente scriverlo 
nella forma seguente: 

l + k u2 _ U { b' - 2 a/ + 1n + v } - (m - a') (b' - a' + v) = O 
1-k 

(8) 
1 + k 
l _ le 1l - v {2 b' - a' +m + u} - Cb' - m) Cb' - a' + u) = O 

Si constata senza difficoltà la esistenza di una soluzione del si
stema (8) che soddisfi alle condizioni (7); a tal fine si può considerare 
la coppia di valori u) v come una coppia di coordinate cartesiane di un 
punto in un piano ausiliario n. Con questa convenzione, le (8) ven
gono a rappresentare due iperboli nel piano ausiliario considerato; la 
esistenza di un punto che appartenga al primo quadrante di questo 
piano e che sia intersezione delle due iperboli (8) può essere assicurata 
quando si eseguisca l'analisi dell'andamento dei rami delle iperboli 
nominate, ed in particolare quando si osservi che la prima delle due 
iperboli (8) ha un asintoto che è parallelo alla retta rapresentata dalla 
equazione 

1 + le 
v = 1 _ le 1t. 

e la seconda delle due iperboli ha un asintoto che è parallelo alla retta 
rappresentata dalla equazione 

l + le 
u= 1 _ k v. 

In base alle condizioni (7) si ha che è possibile risolvere le equa
zioni (8), rispettivamente nelle incognite u e v, scegliendo il segno posi
tivo per il radicale. 



168 CARLO FELICE MANARA 

Poniamo 

l - li; ~ 16 = P (v) = b' - 2 a' + m + v +
2 (1 + le) 

f 1 + k+VCb' - 2 a' + m + V)2 + 4 (m - a')[b' - a' + vJ
l-le 

l - li; ~ 
v q (u) = 2 (1 + le) ~ 2 b' - a' + m + 1~ + 

l/ l+le l+ ((2 b' - a' - m + U)2 + 4 l _ k (b' - m) [b' - a' + 16)J\ . 

Nel piano ausiliario ll, l'andamento delle due funzioni q(u) e p(v), 
nella parte che ci interessa, è illustrato qualitativamente dal dia
gramma accluso (Fig. 5): 

v=q(u) 

~----r-------'-------'.--------- ...... u 

Fig. 5. 

e pertanto la ricerca del punto Z, le cui coordinate dànno la soluzione 
del sistema (8) che qui ci interessa, può essere fatta mediante la suc
cessione seguente: 
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Uo = O 'Ilo q (Uo) 

ui = P (Vo) Vi q (?~i) 

(10) 
U2 = P (Vi) 'V2 q (U2) 

.. . ... 

Un = p (Vn-I) Vn = q(Un) 

Ovviamente una successione diversa dalla precedente, ma pure 
convergente alle coordinate del punto Z che si cerca, può essere otte
nuta ponendo Vo = () e proseguendo in modo analogo. 

Non ci dilunghiamo sulla discussione della convergenza della suc
cesisone (lO), discussione che può essere facilitata dalla analisi del 
grafico illustrato nella Fig. 5. 

6. - Dedicheremo il seguito di questo lavoro allo studio delle fun
zioni di n variabili casuali 

(1) 

ciascuna delle quali abbia una funzione di distribuzione triangolare e 
che soddisllnoalla ipotesi fondamentale di essere indipendenti. 

Per comodità introdurremo, le seguenti convenzioni e notazioni: 
indicheremo con N l'insieme dei primi n numeri interi naturali; por
remo cioè 

(2) N = {l, 2, '" l n} ; 

indicheremo con l; un punto dello spazio R" ad n dimensioni e con
verremo di dire che gli n numeri reali (1) sono le «coordinate» di 1;. 

Supporremo che esistano 3n numeri reali, che indicheremo con 
a.r., mi, bi (i E iV), tali che siano soddisfatte le relazioni 

(3) (i E N) ; 

indicheremo anche qui con CUi l'intervallo dei valori della variabile Xi 

avente come estremi ai ed mi; porremo cioè 

(4) (i E N); 

indicheremo con CVi l'intervallo dei valori della variabile Xi avente 
come estremi mi ed bi; porremo cioè 
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(5) (i E N); 

indicheremo poi con 'Gi l'intervallo dei valori della variabile Xi che 
è unione degli insiemi CUi e COi ; porremo cioè 

(6) 

si avrà quindi 

(7) 

Indicheremo con e l'insieme prodotto cartesiano degli n insiemi 
<ç:: i ; porremo cioè 

(8) e = 'G. X 'G2 X ., O" X 'G" . 

E' del tutto ovvio che l'insieme e costituisce un iperparallele
pipedo dello spazio R", dotato di 2" vertici; indichiamo con 

(9) C., C2 , CnI ... 

le coordinate di uno dei vertici deli 'insieme e. Sia poi 1) una fUllzione 
avente come dominio l'insieme iV e come codominio l'insieme formato 
dalla coppia {+ 1, - l}; sia cioè 

(lO) 'rJ: N ----+ {+ 1, - l} . 

Fissata che sia una funzione r;, ad essa corrisponde un vertice 
dell 'insieme e, e precisamente quel vertice la cui coordinata Ci può 
essere espressa nella fOTma 

(11) Ci = 2 
1 

(ai + bi) + ;21 
1) (i) (ai - bi) (i E N), 

E' chiaro allora che, poichè il numero delle funzioni rJ è 2", tanti 
sono i vertici deli 'insieme e, 

Nel seguito ci farà comodo chiamare segnatura di un vertice di e 
la successione 

(12) 1) (l), 1) (2), .. , l 1) (n) . 

E' ovvio, da quanto precede, che gli elementi della successione (12) 
sono elementi dell'insieme {+ l, -l}. Si può ora osservare che, in 
corrispondenza alla segnatura dei vertici dell 'insieme e, è possibile 
anche prendere in considerazione la suddivisione di e stesso in 2" sot
toinsiemi, talì che e è la unione di questi sottoinsiemi. 
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Infatti, fissata che sia la funzione 'l'j, l'insieme N viene suddiviso 
in due insiemi J e K disgiunti, uno dei quali può anche essere vuoto. 

Precisamente possiamo convenire di indicare con J l'insieme degli 
elementi 

(13) 

tali che in ciascuno di essi la funzione 17 assume il valore + 1, e pos
siamo convenire di indicare COn k l'insieme degli lementi 

(14) 

tali	 che in ciascuno di essi la funzione 1'J assume il valore -1. 
Ovviamente, indicato con r il numero degli elementi di J, si ha 

(15) 

Di conseguenza si ha che l'insieme e può essere considerato come 
la unione di 2n insiemi, ognuno dei quali si ottiene come prodotto car
tesiano di r insiemi CUj e di (n - r) insiemi CVk} 

(16) CUil X CUj, X ... X CUi X CV~) X CVk, X .. , X CVk 
r	 ~~ 

Come abbiamo detto, ogni sottoinsieme del tipo (16) viene ottenuto 
in corrispondenza ad una funzione r;, la quale determina la suddivi
sione deli 'insieme N nei due sottoinsiemi J e K di cui abbiamo detto; 
e questi a loro volta determinano il sottoinsieme (16). 

Potremo pertanto convenire di dire che la successione (12) è la 
segnat'ura del sottoinsieme (16) che si ottiene in corrispondenza. E' fa
cile constatare che un sottoinsieme del tipo (16) contiene il vertice 
che ha segnatura uguale. 

Consideriamo ora due vertici dell'insieme e; diremo che essi 
SOno «opposti» se essi hanno segnature opposte, tali cioè che ad ogni 
+ 1 della segnatura deli 'uno corrisponde un -1 della segnatura del
l'altro e viceversa. 

Pertanto, fissata che sia una funzione 'l'j, è quindi fissato in corri
spondenza il vertice di e che ha le coordinate date da 

(17) 

Indichiamo con e la distanza tra due vertici opposti quali si vo
gliano di e; essa è chiaramente la massima distanza tra una coppia 
di punti appartenenti a e. Tale distanza è data da 
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(18) 

Consideriamo ora una funzione 1) e siano 

(19) 

le coordinate del vertice corrispondente alla segnatura data dalla fun
zione 7J fissata i pertanto le Ci saranno asseg'nate dalle espressioni (11). 

Si verifica facilmente che ogni punto ç E e ha le sue coordinate 
che possono essere espresse nella forma seguente: 

(20) (i E N), 

essendo i numeri a (i) tali da soddisfare alle condizioni 

ex (i) >- O 

(21 ) 
~ [ex (i)]2 1, 
i=1 

ed essendo il valore di t appartenente all'intervallo definito dalle rela
zioni 

(:22) 

Usando il linguaggio geometrico, potremmo dire che le formule (20) 
dànno la rappresentazione parametrica di ogni semiretta che ha la sua 
origine nel vertice di coordinate (19) e congiunge tale vertice con un 
altro punto appartenente all' insieme e, e che le a(i) dànno i valori 
assoluti dei coseni direttori di tale semiretta. 

Per es. per la semiretta che congiunge il vertice con il suo op
posto si ha 

(23) ex (i) = (bi - (4)/e (i E N) . 

Se indichiamo con Xi le derivate delle funzioni (20) rispetto al 
parametro t se poniamo cioè 

dz.,
(24.) 

dt 

otteniamo 

(25) Xi 7J (i) ex (i) . 
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Ricordando le (21) possiamo dedurre di qui la validità della 
seguente 

OSSERVAZIONE - Se un punto ~ E e si muove in funzione di un 
parametro t, lungo la semiretta che ha origine in un determinato ver
tice di e stesso, le derivate delle coordinate del punto rispetto al pa
rametro t hanno segni uguali ai corrispondenti elementi della succes
sione (12) che dà la segnatura del vertice di partenza (origine della 
semiretta). 

Per la utilizzazione che daremo nel seguito, possiamo anche conve
nire di dare ai vertici di e un ordil1amento, che consegue dalla con
venzione di assegnare una segnatura ad ogni vertice. A tal fine consi
deriamo due funzioni 1} ed rl' che dànno luogo alle segnature di due 
vertici: 

(12) ~ 17 (1), 17 (2), , 17 (n) 

(26) ( 17' (1), 17' (2), , r( (n) ; 

converremo di dire che la segnatura (12) precede la segnatura (26) 
(e quindi che il vertice di e ·corrispondente alla prima precede il 
vertice corrispondente alla seconda) se, in corrispondenza del minimo 
indice numerico i (i EN) per il quale si ha 

si ha anche 

17 (i) > 17' (i) 

ossia, data la natura delle funzioni che consideriamo, 

'l') (i) = + 1; 17' (i) = 1 . 

Di conseguenza e per le (11) si ha per es. che il vertice di e per 
il quale si ha 

precede ogni altro ed il vertice per il quale si ha 

Ci = bi 

è preceduto da ogni altro. 
E' facile verificare che queste convenzioni stabiliscono nell' in

sieme degli 2n vertici di e un ordinamento totale. 
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7. - Supporremo che ogni variabile casuale Xi (i EN) abbia una 
funzione di distribuzione del tipo triangolare ti(Xi), diversa da zero 
nell' intervallo 'C i e con moda mi· 

Pertanto potremo porre: 

epi (Xi) (.Ti - CIi + I x - (I. I)/(bi - CIi) (mi - ((,.;) ; 

'l/A (Xi) (bi - Xi + 1bi - Xi I) / (bi - CIi) (bi - mi) 

e di conseguenza 

li (Xi) Min [epi (Xi) Vi (Xi)Jl 

ossia 

Abbiamo supposto esplicitamente che le variabili casuali Xi soddi
sfino alla condizione di essere indipendenti; di conseguenza potremo 
associare ad un punto ç E R" una funzione lp (ç) di distribuzione di 
probabilità che è prodotto delle n funzioni {.(Xi), e cioè è data da 

n 
(l) 'l! (~) = II ji (Xi) . 

i=1 

E) ovvio che la funzione 'fI è uguale a zero quando si ha ç ~ e . 
Si dimostra poi anche facilmente che la funzione lJf ha un 1111ico mas
simo, m corrispondenza al punto di e che ha coordinate 

(2) 

Consideriamo ora una funzione 

(3) z = <P (/;) 

del punto ; ER "; in base a ciò che è stato detto in precedenza, pos
siamo considerare z come variabile casuale, funzione delle n variabili 
casuali indipendenti che abbiamo interpretato come le coordinate di ç 
e che abbiamo supposto dotate di leggi di distribuzione triangolari. 
Per le applicazioni pratiche risulta utile analizzare le proprietà della 
variabile casuale z. 

A questo proposito si può osservare immediatamente che la fun
zione di distribuzione della v,ariabile z dipende in modo essenziale dalla 

natura della funzione <P; risulta quindi difficile dare, in generale, una 
espressione analitica di tale funzione di distribuzione. L'analisi di al
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cuni esempi, anche semplici, dimostra inoltre che tale espressione ana
litica può essere notevolmente complicata e di scarso interesse per le 
applicazioni. Pertanto ci dovremo limitare qui alla determinazione di 
quelle proprietà della funzione z che sono di più semplice espressione 
e che si prestano ad essere utilizzate per impostare la ricerca della 
funzione di distribuzione e dei suoi caratteri per mezzo di procedi
menti di simulazione. ..
 

In questo ordine di idee il problema che si presenta come il più 
importante è quello della determinazione dell' intervallo dei valori di z 
a cui corrispondono valori di probabilità diversi da zero. Tale pro
blema sarà da noi avviato a soluzione in corrispondenza ad ipotesi sulle 
funzione rJj che possono apparire abbastanza restrittive, ma che sono 
molto spesso soddisfatte nella pratica delle funzioni che occorre utiliz
zare. 

Precisamente supporremo che siano valide le seguenti ipotesi: 

IpOTESI 1. - Esiste almeno un insieme 9), aperto in R" e conte
nente e, e tale che in ogni punto ~ E 9) la funzione ([J abbia derivate 
parziali prime continue. 

Osserviamo che questa ipotesi è certamente soddisfatta quando (f) 

sia una funzione razionale delle variabili 

(4) 

precisamente se la funzione è razionale intera la ipotesi è soddisfatta 
ovunque, se la funzione è razionale fratta la ipotesi è certo soddisfatta 
in punti che non rendano uguale a zero il denominatore. Anche per 
molte funzioni non elementari, che si presentano spesso neUa pratica la 
ipotesi è soddisfatta. 

In base alla ipotesi enunciata ora è possibile prendere in conside
razione, nei punti dell'insieme 9), il vettore 

(5) gl'ad (]) 

le cui componenti sono date, come è noto, dalle derivate parziali prime 
della funzione <P rispetto alle variabili (4); tali componenti sono quindi 
date rispettivamente da 

d <I> J (]) d ([J
(6) J Xl ' d .1: ' ... l J X . 

2 n 

Possiamo ora enunciare la 

IpOTESI II - Ogni componente del vettore (5), mantiene lo stesso 
segno in ogni punto ~ E9). 
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Questa ipotesi può essere espressa nella forma: 

(7) 

Come conseguenza delle ipotesi enunciate possiamo osservare che 
aHa funzione g) corrisponde una segnatura, data da 

(8) sgn ( ~ ~ ) I sgn ( ~ :J I .... sgn ( ~ ;J 
e pertanto corrisponde anche un vertice dell' insieme €, vertice dato 
dalla segnatura (8). 

Si giunge ora facilmente alla seguente 

OSSERVAZIONE. Se la funzione if) soddisfa alle ipotesi enunciate, jl 

valore minimo della funzione stessa, per ç E € è assunto nel vertice 
che ha la segnatura (8), corrispondente al vettore gl'ad W, ed il valore 
massimo è assunto nel vertice opposto (avente quindi segnatura op
posta). 

Per constatare la validità della osservazione hasta esprimere le 
coordinate del punto !; E € in funzione di un parametro t, mediante 
le (6.20), tenendo presenti le (6.21) e (6.22). Di conseguenza si avrà 
anche che la funzione z, data dalla (3), risulterà essere funzione della 
variabile t. La sua derivata rispetto a t è data, come è noto, dalla 
formula 

" 
(9) 

dz 
dt 

dc;P 
--.-' Xi· 

d'X' 
i=l 

Pertanto, se la origine della semiretta sulla quale varia il punto è 
determinata in base alla segnatura (8), tale derivata risulta essere 
positiva, quale che sia la scelta delle costanti a(i), purchè beninteso 
soddisfacenti alle citate (6.21). Di conseguenza si ha che la funzione (3) 
ha in ogni punto ç E € valori maggiori di quello che assume nel ver
tice citato. 

In modo perfettamente analogo si constata che la funzione stessa 
acquista il suo valore massimo nel vertice opposto di quello ricordato. 

La osservazione precedente permette di determinare con relativa 
facilità l'intervallo dei valori della variabile casuale z ai quali corri
sponde probabilità diversa da zero: infatti, ricordando che in base alle 
ipotesi fatte sulle variabili casuali Xi) La funzione (1) è uguale a zero 
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fuori di e, si ha immediatamente cbe l'intervallo cercato risulta es
sere dato dai valoTi di z che corrispondono al minimo ed al massimo 
della funzione (3) quando si abbia ~ E e; pertanto tale minimo e mas
simo sono assunti nei vertici di e che sono dati dalla segnatura (8), 

e dalla sua. opposta. 

8. - La osservazione con la quale abbiamo chiuso il § precedente 
permette ili determinare esattamente l'intervallo dei valori della fun
zione tP(~) ivi considerata in cui la probabilità è diversa da zero, in 
molti casi che si presentano nella pratica. Rientrano per es. nelle ipo
tesi considerate le funzioni del tipo 

n 

(l) 

i=l 

(essendo le Yi delle costanti) e le funzioni del tipo 

m 

(2) ~ XiXi+m 

i=l 

quando siano soddisfatte le ipotesi [più restrittive di quelle date 
in (6.3)] 

(3) 

Si può tuttavia osservare che, sulla base dei risultati del § prece
dere, è possibile avviare a· soluzione pratica anche un certo numero di 
altri problemi, per i quali non sia possibile determinare correttamente 
in teoria la forma analitica della funzione di ilistribuzione della fun
zione z. 

I casi più interessanti ai quali vogliamo limi.tare le nostre consi
derazioni sono quelli nei quali non è possibile accertare direttamente 
che la funzione P soddisfa alle ipotesi enunciate nel § 7, ma essa ri
sulta differenza oppure rapporto ili due funzioni che soddisfino alle 
ipotesi stesse. 

In questi casi è possibile facilmente determinare un intervallo di 
va.lori della funzione z fuori del quale certamente la probabilità è 
uguale a zero, pur senza poter garantire che tale intervallo sia il mi
nimo possibile. Per dare una idea del procedimento che si può seguire, 
preferiamo trattare esplicitamente alcuni esempi. 
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Sia 

(4) n 3m 

e consideriamo le due funzioni 

m 

(5)	 Q (~) 2: XjXj+'", 

j=l 

m 

(6)	 Q' (~) = ~ Xj Xj + 2m 

j=l 

dove ciascuna delle variabili Xi (i = 1, 2, ... , 3 m) ha una distribu
zione triangolare, E'ssendo soddisfatte inoltre le ipotesi (3). 

E' anzitutto evidente che la funzione Q (.;) presenta probabilitA 
diversa da zero nel campo r dato da 

~! X ~2 X ... X ~ X ~+1 X ~m+2 " X ~2m 

ed analogamente la funzione Q ($) presenta probabilità diversa da zero 
nel campo F dato da 

Nel campo r è possibile applicare la osservazione del § precedente 
ed assicurare che la funzione Q(~) soddisfa a certe relazioni: 

Analogamente nel campo F è possibile applicare le considerazioni 
svolte nel § precedente e pertanto assicurare che la funzione Q' (i;) sod
disfa certe relazioni: 

o < A' <:: Q' S B' . 

Risulta allora immediato osservare	 che nel campo e definito da 

e = 'èj X ... X "Cm X 'C:.n+l X ... X 'è2m X ~2m+l X '" X 'è3m 

la funzione 

(7)	 WW=Q-Q' 

ha certamente probabilità uguale a zero in corrispondenza ai valori 
esterni all'intervallo 

(8) .A - B' <	 w< A' - B 
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e nel campo stesso la. funzione 

(9) il> (~) = Q' / Q 

ha probabilità certamente uguale a. zero in corrispondenza ai valori 
esterni all 'intervallo 

(lO) A' / B < 1;J < B'.I A . 

Le limitazioni (8) e (lO) possono essere considerate come abba
stanza grossolane, e certamente in molti casi particolari è possibile 
trovare degli intervalli più ristretti che siano atti allo scopo. Tuttavia 
si può osservare che le limitazioni date possono essere sufficienti per 
avviare a soluzione il problema di stimare mediante simulazione la 
funzione di distribuzione della variabile casuale z. Lasciando i parti
colari all'appendice di questo articolo, dedicata ai problemi del calcolo 
numerico relativi alla trattazione che abbiamo data, vogliamo soffer
marci brevemente sul possibile significato economico delle funzioni date 
dalla (7) e dalla (9). Tale significato economico potrebbe essere dato 
in base alle seguenti considerazioni: considerati certi prodotti, le cui 
quantità saranno indicate con 

(11 ) 

possiamo pensare di indicare con 

(12) Xm-j-l, X"'+2, ... , X2.n 

i prezzi di vendita dei prodotti stessi e con 

(13) 

i costi unitari di produzione. 
Supponiamo di aver ottenuto delle stime degli intervalli di varia

zione delle variabili (11), (12), (13) con le procedure indicate nei §§ l 

e 4. Allora le funzioni ([J date rispettivamente dalle (7) e (9) forni
scono rispettivamente il profitto netto e la percentuale dei costi sul 
venduto. Nei limiti entro i quali si pensa lecito considerare valide le 
ipotesi che abbiamo enunciate (ed in particoLare che le variabili siano 
indipendenti) è allora possibile applicare a questo caso l'analisi che 
abbiamo svolta e i procedimenti di calcolo che sar,anno sviluppati. 
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